Il osa Ik. 52 HARJUTUSULESANDED
Ulesanne 1

Leia joone y = x3+1 puutuja vorrand punktis, mille abstsiss on 1. Tee joonis.
Lahendus. Puutuja varrand y -y, = f'(x, \x =X, ).

X, =1,y =3x%y'([1)=3.

Leiame vy, 6
yQ) =21 +1=2=y, =2.
Puutepunkt on P(1; 2).

Leiame puutuja vorrandi 4
y—2=3(x-1)= y=3x-1

y=3x-1

Vastus. Puutuja vérrand on y =3x—1.

Ulesanne 2

L x—1 - . . .
Leia joone y = —— puutuja vorrand, kui see puutuja on paralleelne sirgega
X

8x-2y+1=0.
Lahendus. Puutuja varrand y—y, = f'(x, X —X,)

Leiame tuletise y’ = iz
X

Leiame sirge 8x - 2y + 1 = 0 tbusu, mis osutub ka antud joone y = x-1 puutuja
X

tdusuks, kuna puutuja on sirgega paralleelne ning paralleelsete sirgete tdusud on
vOrdsed.
8x-2y+1=0=y=4x+05=k=4.

k = f'(xo):4:4zxi2:>x0 :i%
Leiame Y,
V= 00—l (05 =1
0,5
y =ﬂ=—2-(—l,5) =3
o ~0,5

Puutepunktid on Pl[%;—lj ja P{—%;Sj.



Puutuja vorrandid

y+1:4(x—%j:> y=4x-3

y—3:4(x+%j:>y:4x+5

Vastus. Puutuja vorrandid on y =4x—-3 ja y = 4x+5.

Ulesanne 3

Millises punktis on paraboolil y = x?+ 4x x-teljega paralleelne puutuja?

Lahendus. Selleks, et parabooli y = x? + 4x puutuja oleks paralleelne x - teljega peab
tous

k=f'(x,)=0.

leiame tuletise y' =2x+4.

Leiame puutepunkti abstsissi ja ordinaadi.

0=2x+4=>x%x,=-2jay,=(-2) +4-(-2)=-4

Puutepunkt on P ( -2; -4).

Vastus. Punkt, kus paraboolil y = x?+ 4x on x — teljega paralleelne puutuja on
P(-2;-4).

Ulesanne 4

Antud on joon y = x3+ x - 2. Leia punktid, kus joone puutuja on sirgega y = 4x+5
a) paralleelne

Lahendus. Selleks, et parabooli y = x3+ X - 2 puutuja oleks antud sirgega y = 4x+5

paralleelne peavad nende tdusud vordsed olema. Jarelikult puutuja tdus k = 4.

Leiame tuletise y' =3x* +1. Leiame puutepunktide abstsissid ja ordinaadid.
k="f'(x,)=4

4=3x"+1=>x,=41.y,=1°+1-2=0jay, =(-1)° -1-2=-4.

Vastus. Need punktid on A (1;0) ja B (-1; -4).

b) risti
Lahendus. Selleks, et parabooli y = x3+ x - 2 puutuja oleks antud sirgega y = 4x+5
risti peavad nende t6usude korrutis olema —1.Jarelikult parabooli puutuja téus

k=—1.
4

Leiame puutepunktide abstsissid ja ordinaadid.
, 1

k=f (Xo) = _Z

N N P .
4 12

Kuna reaalarvude hulgas ei saa arvu ruut olla negatiivne, siis antud sirgega risti olevat

puutujat ei eksisteeri.

Vastus. Punktid, kus parabool oleks antud sirgega risti puuduvad.



Ulesanne 5

RE2001 Antud on funktsioon f(x) = x3 - 1. Leia
a) funktsiooni tuletis

Lahendus. f'(x)=3x?

Vastus. Funktsiooni tuletis on f'(x)=3x’.

b) funktsiooni graafiku punktid, milles puutuja tdus on 12.
Lahendus. Puutuja varrand y —y, = (X, X=X, ).

Leiame tuletise y' =3x°. Leiame puutepunktide abstsissid ja ordinaadid.
k="f'(x,)=12
12=3x"=>x"=4=x,=42.y,=2°-1=7 jay, =(-2)° -1=-9.

Puutepunktid on A(2; 7) ja B(-2; -9).
Vastus. Puutepunktid on A(2; 7) ja B(-2; -9).

Ulesanne 6

RE2002 Antud on funktsioon y = x3 + 6x? + 9x
a) Leia funktsiooni tuletis.

Lahendus. Funktsiooni tuletis on y’ = 3x* +12x +9.

Vastus. Funktsiooni tuletis on y’ = 3x* +12x +9.

b) Leia funktsiooni graafikule joonestatud puutuja tdus punktis, mille abstsiss on
0

Lahendus. Puutuja vérrand y —y, = (X, X — X, ), kus puutuja tdus on k = '(x, )
Leiame tdusu. k = f'(0)=3-0>+12-9+9=09.
Vastus. Tous on 9.

Ulesanne 7

On antud funktsioon f(x) = 2x3 -3x2 +1.

a) Leia funktsiooni f (x ) kahanemisvahemik ja miinimumpunkti
koordinaadid.

NB! Seda ulesannet oskad lahendada péarast jargmise teema (Ik. 53-54) omandamist.

Lahendus. Leiame funktsiooni tuletise y' =6x2— 6x.



Kahanemisvahemiku leidmiseks lahendame vOrratuse

6x2— 6x<0
6x(x—1) <0
x1=0, x_=l
y>0 y>0
X
O sacan®™ 4

Vastus. Kahanemisvahemik on X 1= ]0; 1]

Funktsioonil on miinimumkoht, kus funktsiooni kahanemine laheb tle kasvamiseks
ehk tuletise mark muutub negatiivsest positiivseks. Seega

xmin= 1. Leiame ordinaadi vaartuse =2-13-3.12+1=0

) min

Vastus. Funktsiooni miinimumpunkt on Pmin(0;1).

b) Koosta funktsiooni f (x ) graafikule kohal x g = 2 tdmmatud puutuja
vorrand.

Lahendus. Puutuja vérrand y -y, = f'(x, \x =X, ), kus puutuja tdus on k = f'(x, )
Leiame puutepunkti ordinaadi y(2) =2-23-3.22+ 1=5.

Leiame puutuja tBusu k=f'(2) =6-22—6-2=12.

Puutuja v@rrand on

y—5=12(x—2)

y=12x-19
Vastus. Puutuja vorrand on y=12x-9.

Ulesanne 8

Koosta joone y = x 2 _ 4x + 3 nende puutujate vorrandid, mis labivad punkti (2; - 5).
Tee joonis.

Lahendus. Puutujavérrand y—vy, = f ’(xo )(x - xo), kus P(xo; yo) on otsitava puutuja

ja antud parabooli puutepunkt.

Leiame joone y = x?- 4x + 3 tuletise

f'(X) = 2x — 4. Puutuja tdus k = f'(x,) = 2x, —4 . Puutuja tbusu saab leida ka
valemist k =229 kus (x.;y,) ja (x,;y,) on suvalised punktid puutujaks olevalt

2 1
sirgelt. Votame nendeks suvalisteks punktideks puutepunkti P(xo; yo) ja antud punkti



Yo 2 . Kuna puutepunkt P(xo; yo) asub

A (2;-5), siis puutuja tdusuks saame k =

0
paraboolil, siis rahuldavad tema koordinaadid ka parabooli vorrandit

Y, = X, —4x, +3. Moodustame kolme muutujaga varrandisiisteemi.

k=2x,-4

k= Yo +5

Xo —2

Yo = Xo —4X, +3
Teeme vastavad asendused puutujavérrandisse Y, +5=k(x, —2) ja leiame
puutepunktide abstsissid
X¢ — 4%, +3+5=(2x, —4)x, —2)=> xZ —4x, =0=>x%, =0 ja x, = 4.
Leiame puutepunktide ordinaadid.
Y, =0°-4.0+3=3jay,=4"-4-4+3=3
Puutepunktid on P1(0; 3) ja P2(4; 3) ja puutujate tdusud vastavalt
k=2-0-4=-4ning k =2-4—-4=4. Lopuks leiame joone y = x2- 4x + 3 nende
puutujate vorrandid, mis labivad punkti (2;-5).
y—3=-4(x-0)=4x+y-3=0jay—-3=4(x—4)= 4x-y-13=0.
Skitseerime graafikud.

y=x2-dx+3




Ulesanne 9

On antud funktsioon f ( x) =x2(%x+ 2).

a) Arvuta limf (x) .

x=1

3

Lahendus. limxz(lx+ 2):12- (i- 1+ 2)=2l.
=1 \3 3

b) Leia funktsiooni f (x ) kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
NB! Seda tlesannet oskad lahendada pérast jargmise teema (Ik. 53-54) omandamist.

Lahendus. Leiame funktsiooni tuletise

1 1
f(x) =x —x+2|=—x3+2x2
3 3
F'(x) =x2+ 4x
Tingimus funktsiooni kasvamiseks x2+ 4x >0 ja lahanemiseks x2+ 4x <0.

Lahendame mdlemad vorratused intervallide meetodi abil. Leiame tuletise nullkohad

x24+ 4x=0
x(x+4) =0 \
5
xl=0jaxq=—4 d— >
- -4 0

Vastus. X I=1-4;0[,X; T=]—o0; —4[, X, T=]0; o[

¢) Koosta funktsiooni f (x ) graafikule tommatud puutujate vorrandid, kui
molema puutuja tous on 5.

Lahendus. Teame, et puutuja tdus k = f'(x, ).

X2+ 4x=5
x24+4x=5=0

Vietei teoreemi kohselt x = =35 ja x ,=1

Seega puutepunktide abtsissid on -5 jal. Leiame puutepunkti ordinaadid.



- (—5)3+2-( 5)2—81

Y073 3
1 1

g=—-1342-12=2—

I 3

Puutujate vorrandid on

y= 8i=5(x+ 5)
3
y=5x+ 33i
3
y- 2i:5(x— 1)
3
y=5x— 2E
3

. n : 2 1
Vastus. Puutujate vorrandid on y=5x— 2? jay=5x+ 33;.



