KORDAMINE RIIGIEKSAMIKS IV
TRIGONOMEETRIA

1) pohiseosed

sino + cos?a =1
sina

tang = ——
COS«x

COSo
sina

cota =

1+ tanla =

cos’ a
tana- cota = 1

2) trigonomeetriliste funktsioonide tapsed vaartused

o 0° 30° 45° 60° 90°
sin a 0 1 ﬁ ﬁ 1
2 2 2
cosa |4 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2
tan o 0 g 1 \/5 )

3) taiendusnurga valemid sin(90° - a) = cos a
cos(90° - a) = sin a

tan(90° - o) = L - cotoc
tana

4) negatiivse nurga trigonomeetrilised funktsioonid
sin(- o) = -sin a
cos(- a) = cos a
tan(- o) = -tan a

5) summa ja vahe trigonomeetrilised funktsioonid
sin(a0 = B)=sina - cos B+ cos a - sin 3
cos(a £ B)=cos a - cos p Fsina - Sinp
na + tan
tan(a + B) = —ti attanf
l¥tanatan B
6) kahekordse nurga trigonomeetrilised funktsioonid
sin 20, = 2sinot-COSaL
cos 2a = cos2a - SinZa
2tan o

tan 20 = —
1-tan“ o



7) seosed taisnurkses kolmnurgas.

B

. a

“ b

8) sin(a + n- 360°) = sina
cos(a + n- 360°) = cosa
tan(o. + n- 360°) = tana,

9)

sin o

10) Siinusteoreem b

COS a

¢ _2r

sing sing

11) Koosinusteoreem

a2

=b* +c*—2bc-cosa
b? =a’+c*—2ac-cos S

c*=a’+b’—2ab-cosy

2 2 2
a‘+b°-c
cosSy=——— A

siny

a) sina= 2 sinB:E
C C
b) cosa = b cos[3:E
C C
C) ano= o tanB:E
b a

- +

+ -

tan o ja cota




13) Trigonomeetrilised funktsioonid

Funktsioon y = sinx
Mé&aramispiirkond X=R
Muutumispiirkond Y= [~ 1;1]
Paaritu funktsioon

sin(- @) = -sin a

Periood 2 7 = 360°

v

-2410

vy

Funktsioon y = cosx
Madaramispiirkond X=R
Muutumispiirkond Y=[-1:1]
Paarisfunktsioon

cos(- a) = cos a

Periood 2 7 = 360°

h<

240

Funktsioon y = tanx
Maaramispiirkond X=R/{(2n+1) #/2},
neZ

Muutumispiirkond Y=R

Paaritu funktsioon tan(- o) = -tan a
Periood 7 =180°

-360

BO




14) Trigonomeetrilised pdohivorrandid ja nende lahendivalemid
(1) sinx=m x=(-1)"arcsin m + nx, kus ne”Z
(2) cosx=m x= xarccosm+2nz,kusneZ
(3)tanx=m x=arctanm+nxz,kusneZ
NB! sin ja cos korral tuleks kontrollida lahendeid n=0jan =1, tan n = 0 korral.

a) Vorrandi teisendamine algebraliseks vorrandiks.

Naide.

Lahendame vorrandi tan2x- 4tanx + 3 =0.

Teeme asenduse tanx = u. Saame vorrandi u? - 4u + 3 =0.

Vietei teoreemi pdhjal saame lahendid ur =1 jauz = 3.

Leiame nltd tundmatu x vaartused lahendades vorrandid tanx = 1 ja tanx = 3.

T
tanx =1 = x = arctanl+nzr = X= —+nx,he”Z

Kontrolliks leiame vdrrandi erilahendi, kuin =0: x = % +0- 7= %

Vp. tan2%-4tan %+3: 1-4-143=0vp=pp

Lahend: x = %-f-nﬂ', neZ

b) Homogeensete trigonomeetriliste vorrandite lahendamine.
Homogeensed varrandid esituvad kujul asinx+bcosx =0 (voi

asin® x +bsin xcos x + ccos” x = 0 jne.) Selliste vrrandite lahendamiseks jagame
vorrandi mdlemad pooled koosinuse kdrgema astmega l&bi.

Naide.

Lahendame vdrrandi 2sinx + cosx = 0.

2sinx + cosx = 0|:cosx

2tanx + 1 =0 = 2tanx =-1|:2 =tanx =-0,5 = x = arctan(-0,5) + nz,neZ
Kontroll. Leiame erilahendi, kui n = 0: x = arctan(-0,5) + 0- = = arctan(-0,5) =
X~ -26°57 =

vp. 2sin (—26°57 )+ cos (—26°57 ) ~ —0,9064 +0,8914 ~ 0 vp = pp

Lahend: x = arctan(-0,5) + nz = —arctan0,5+nz,neZ

c) Teguriteks lahutamise meetod.

Naide.

Lahendame vérrandi 2sin? 3x ++/3sin3x =0.

2sin2 3x ++/3sin3x = 0 = sin 3x(25in 3x + \/5): 0

Korrutise nulliga vrdumise tingimusest saame:

1) sin3x=0 =3x=(-1)"arcsin0+nz |:3 =x= (-1)" arcsin0+nz =

nz
X1= —,ne’l.
3

2) 2sin3x++/3=0= 2sin3x =—/3]:2 :>sin3x=—§:>



3x = (-1)™arcsin (— g] +nn|3= X, = (—1)
Kontroll.

Nz . . .
X1= 3 neZ. Leiame erilahendid:
n=0=x1=0vp 25in?0++/3sin0=2-0++/3-0=0 vp = pp
n=1= xlzg vp 25in23?ﬂ+\/§sin3§:2-0+\/§-0:0 vp = pp

x, = (1) £+ M < 7. Leiame erilahendid
’ 9 3

n—0:>xl_—5 vp  2sin (—%jh/_sm( 3:) 2.(_£J +\/_[ \/_j

3 3
575 p=pp

2
n-1:>X1_% vp 26in2 > | 3sinS: 2-(—£] +\/_[ ‘/—J
3 3
=———=0 v
5 o pP=pp
Lahendid on x1 = n?ﬁ jax, = (—1)”*1%+n?ﬂ, neZ

NAITEULESANDED.

a2 2
~ sin“a—tan“ «a
1) Todesta samasus — =tan’a
cos2a +sin“a—1

Lahendus.

Teisendame esmalt vasaku poole murru Iugeja'

sin? o sin® a _ sin® ¢ cos’ o —sin® « _sin a(cos a-— 1)
cos’ a cos’ a cos’ a

Murru nimetajast saame:

cos’ a —sin*a +sin*a—-1=cos* a —1.

sin a(cos’ @ —1) sin’a

= =tan’a.
cos? a(cos? x —1)  cos’ &

Jagades lugeja ja nimetaja omavahel saame

2) Lahenda vorrand sin2x = 00342 - sin‘%.

Lahendus.
Lihtsustame esmalt vdrrandi paremat poolt kasutades ruutude vahe valemit ning 18puks
kahekordse nurga koosinuse valemit

cos“% -sin‘%z(coszg—sinzgj (cosngrsinng: (cos2 )2( sngj— =c0os2- E_cosx

N Y
~
1

Saame nldd vOrrandi 2sinx-cosx = cOSX =>2SinX-C0SX — CoSX =0 =



cosx(2sinx —1) =0
Kasutades korrutise nulliga vérdumise tingimust saame kaks vorrandit
(1) cosx =0 (2) 2sinx-1=0

Lahendame esimese vorrandi cosx =0 =x1 = + % +2nz,ne”Z.
Teisest vorrandist 2sinx —1 =0 = 2sinx =1|:2 =sinx=0,5 =
X2 = (—1)n%+n7z, nez.

Kontroll.

Vs
X1 = J_r5+2n7z,neZ

N=0— x1= i% —vp sin (£7)=0, p= cos“(i%j—sin“[i%j:

= cos“(%)—sin“[gj = [g]“ (%T =0 =vp=pp

n:1:>X1:i%+2ﬂ'

X = 577[ — Vp sin 2-57”: sin57=0; p= = cos“(%j—sin“[%j =0 —vp=pp

3z . 3T . A 37 . 437
X= — —=vp sin2-—=sin37=0; p= =cos"| — [-sIn"| — |[=0 =vp =
5 =Vp 5 T p (4j (4j =Vp=pp

X2 = (—1)"%+n7z, neZ

z_3

N=0= x2= %:vp sin 2-%: sin§=7 ~ 0,866 ;
PP cos“(lj —sin“(lj ~0,8705 — 0,0045 = 0,866 vp = pp
12 12
N=1— x= —%m:%” V= sin%z—gz—O,SGG;
pp cos“[%) —sin“G—Zj ~0,0045-0,8705 = —0,866 — vp = pp

Vastus. Vorrandi lahenditeks on x1 = £ % +2nrjaxe = (-1) %+ nr,ne’Z.
3) Riigieksam1999 (15p.) Leidke sin2a., kui sina. rahuldab vorrandit cos2a. = 7sin%a ja
r<<a< 3—” .
2

Lahendus.

Teisendame vdrrandi vasakut poolt kasutades kahekordse nurga koosinuse valemit
C0S2a = COS?a. - Sin2a = 1- sin%a - sinZa. = 1-2sin%a..

Saime vorrandi 1-2sin%o. = 7sin%o. = 1- 9sina = 0 = 9sinfa = 1|:9 —

= Sin%q = %:Sina=i%. Kuna 7< a <37” , Siis sinat < 0 = sinaL = —% jakuna a on Il

veerandi nurk ,siis ka cosa on negatiivne ning



2
cosa = -1-sin’ & =—‘/1—£—%j =—‘/1—é =‘\/§ :—¥

22 _av2
3 ) 9°

Leiame nild sin2o = 2sino-cosa = 2+ (— 1} (

3
42

Vastus. sin2a. = T.

4) Riigieksam2001 (20p.) Lahendage vorrand cosx + sinx = 1, kui x € [— 27r;27z]
Leidke parameetri a kdik vaartused, mille korral vérranditel cosx + sinx =1 ja

cosg — a leiduvad ihised lahendid, kui x e [ 27;27]. Leidke funktsiooni y = cosg
periood ja skitseerige selle funktsiooni graafik, kui x € [— 27:;27:]. Skitseerige samale
joonisele funktsiooni y = | cosg| graafik.

Lahendus.

a) Lahendame vdrrandi cosx + sinx = 1.

cosx +sinx =1()? = €0Ss2x + 2cosx-sinx + sin?x =1
Kuna sin2x + cos2x = 1, siis 2c0sx-sinx =0 = sin2x =0 —

—2x=(-1)"-0+nz,neZ —x= n%,nez.

Leiame lahendid I8igul x € [-27;27].
Kuin=0 =x=0 =cos0+sin0=1+0=1,

n=1—x=2%_—cos ~ +sin £L=0+1=1

2 2 2
N=2 —=X=7 = C0S 7 +sin z=-1+0=-1vddrlahend
nN=3 = X= 377[: coS 3z +sin 3?”:0+(-1):-1v66rlahend
N=4 =x=27 = Ccos2zr +sin2z=1+0=1
n=-1— x=-%: cos (-%)+ sin(- %)=O+(-1):-1 voorlahend
nN=-2 =X=-7 = cos(- 7)+sin(- #)=-1+0=-1vodrlahend
n:-3:x:-?’?”:cos(-%)+sin(-3§):o+1:1

N=-4 =x=-27 = cos(-2x)+sin(-2zx)=1+0=1.
Vérrandi cosx + sinx = 1 lahendid , kui x € [-27;27] on {~ 27,-157;0;0,57;27 }.
b) Leiame parameetri a kdik véartused, mille korral vorranditel cosx + sinx =1 ja

cos > = a leiduvad Ghised lahendid, kui x e [~ 27;27]. Selleks asendame vérrandis

COSE = a X-i vadrtused eelmises punktis saadud tulemustega.



2
a :cos(— 7)20057[2—1
( 37[} V2
a, =Co0S| —— |=———
4 2
a;, =cos0=1
V2
a4 :COS—:T

a; = cos % -1
2

c) Leiame funktsiooni y = cos% perioodi.

Kui funktsiooni periood on T, siis funktsiooni y = sin k-x (y = cos k-x vdi y = tan k-x)
perioodi leiame |Tﬂ kus k eR.

Saame 27:0,5 =47 =720°.

Skitseerime funktsioonide y = cosg jay= |cos§| graafikud. Kasutame selleks ka

eelmises punktis leitud vaartusi.

y = c;os5 15
2 L
-360 -300 -240”-180 -120 -eom:a) 60 120 180 ™40 300 360
X 7 1 S —
y = C0S—
2
‘ -1,5 -

5) (Riigieksam2002 15p.) Vaatleme funktsioone f(x) = cos2x ja g(x) = cosx.
a) Avaldage cos2x suurus cosx kaudu.
b) Léigul [0;27]
(1) lahendage vorrand f(x) = g(x).
(2) joonestage Uhes ja samas teljestikus funktsioonide f(x) ja g(x) graafikud.
Leidke joonise abil x vaartused, mille korral f(x) > g(x).

Lahendus.
a) Avaldame cos2x suurus cosx kaudu. Kasutame kahekordse nurga koosinuse valemit

ning seost sin2x + cos2x = 1
C0OS2X = C0S2X - Sin2xX = c0s2X — (1 - sin?x) = 2cos2x — 1.



b) Lahendame vorrandi f(x) = g(x) ehk cos2x = cosx. Kasutame selleks eelmises punktis
saadud tulemust.

2C08%2X — 1 = cosX — 2c0s2X -cosx—1=0
Lahendame saadud ruutvdrrandi cosx suhtes.
D=1-4-2-(-1)=9

1+3 n. 1
COSX :T = €c0sX =1vO0I COS X = _E'

Lahendame vdrrandid cosx = 1 ja cosx = -0,5.
cosX=1 —=x1= 0+2n7r=2nz,ne’Z

cosx=-05 =x2 = J_rz?”+2n7z, neZ.

Leiame erilahendid Iigul [0;27]
(1) xa=+0+2nz =2nzr,neZ
N=0 =Xx=0=vpcos(2- 0)=1 japp cosO =1
n=1-—=X=27=vpcos (4x)=1jappcos2r=1

(2) x2= i%z+2n7r,nez.
N=0=x= oz — VP CO0S 4—7T:-0,5japp cosz—”:-O,S
3 3 3
_ _ 8z . .
n=1=x= 3 — el kuulu vaadeldavale 1igule.

n=1=x= 4?” = Vp cos%r: -0,5 japp cos%r: -0,5

Seega saime varrandi cos2x = cosx lahenditeks I8igul [0;27] x e {0;%;%;27:}

Joonestame samas teljestikus funktsioonide f(x) = cos2x ja g(x) = cosx graafikud.
Funktsiooni f(x) = cos2x perioodiks on 360° : 2 = 180° ja g(x) = cosx perioodiks 360°.
|

y = COSX

1,5

0,5

y = C0S2X

-30 30 60 90 120, 150 180 210 240 270 300, 330 360 390

0,5

-1,5

Leiame joonise abil x vaartused, mille korral f(x) > g(x).Selleks on vahemik ]120° ;2400[ ehk

55
3’3



6) Riigieksam 2000 (20p). On antud funktsioon f(x):ZS'_n—X_l, xe [0; 7[.
sin x

a) Selgitage, kas funktsioon f(x) on maaratud ka I8igul xe[0;=].

b) Leidke vahemikus (0;m)
(1) funktsiooni f(x) nullkohad;
(2) vahemikud, kus funktsioon f(x) on positiivne ja kus see on negatiivne;
(3) funktsiooni f(x) kasvamis- ja kahanemisvahemikud;
(4) funktsiooni f(x) maksimumpunkt;

c) Skitseerige funktsiooni f(x) graafik vahemikus (0;x).

Lahendus.
a) Leiame funktsiooni vaértused 16igu otspunktides.

f(O):ZSI_n—OO_l ei ole maaratud, kuna sin 0 = 0 ja murru nimetaja ei tohi olla null.

sin

f(r)= ZSLH ei ole madratud, kuna sin © =0 ja murru nimetaja ei tohi olla null.
sinz

Seega on funktsioon méaératud ainult vahemikus [0; z[.
b) Leiame funktsiooni nullkohad.

inx— 2sinx-1=0
2sin X 1203{ :>25inX=1|:2:>sinX:O,5

sin X sinx=0

Lahendivalemist saame x =(~1)" -30° +n-180°, ne Z .

Leiame erilahendid vahemikust [0; z[.

- O _

Kuin=0 = x1=30° kontroll: M =£ =0
sin30 0,5
- O _

Kuin=1 = x2=150° kontroll: M :i =0.

sin150° 0,5

Seega funktsiooni f(x) nullkohad vahemikus [0; [ onx e {%%} .

Positiivsuspiirkonna leidmiseks tuleb lahendada vorratus M >0ja
sin x
. .. N 2sinx—1 . . i
negatiivuspiirkonna leidmiseks ~—>———=< 0. Kuna vahemikus [0;z[ on murru nimetaja
sin x
sinx > 0, siis murd on positiivne, kui lugeja 2sinx —1> 0 ja negatiivne kui 2sinx-1<0.

Lahendame vdrratuse graafiliselt.

25inx—1>0:>23inx>1|:2:>sinx>0,5.



30° 150°

Leiame jooniselt vahemikud, kus funktsioon f(x) on positiivne ja kus ta on negatiivne
X" = }2;5—”{ ja X~ =}O;E{U}5—ﬂ;ﬂ'[.
6 6 6 6

Kasvamis- ja kahanemisvahemike leidmiseks leiame funktsiooni tuletise
£(x) = 2cos xsin x —cosx(2sinx—-1)  cosx

sin® x sin® x
Kasvamisvahemiku leidmiseks lahendame vdrratuse f'(x) > 0.
Kahanemisvahemiku leidmiseks lahendame vdrratuse f'(x) < 0.

Kuna f'(x)= X

sin? x

avaldises murru nimetaja on alati positiivne, siis méaérab vorratuse

lahendid avaldis cosx.
(x>0 |
| | f(x)<0 | -
0° 900\\_1800

Leiame jooniselt, et vahemikus ]0; z[ kasvamis- ja kahanemisvahemikud vastavalt

X T= }0;%{ ning X 4= }%7{

Kuna kohal x = 90° laheb kasvamine tle kahanemiseks, siis on tegemist maksimumkohaga
- 0 _

ning leiame punkti ordinaadi y = %001 =1.
sin90

Funktsiooni f(x) maksimumpunkt Pmax (% ;1).

c) Skitseerime funktsiooni graafiku vahemikus ]0; z[. Kasutame eelnevalt leitud

nullkohti ja maksimumpunkti koordinaate ning leiame lisaks veel méned funktsiooni
véartused.

f(15%) ~-1,9; £(60°) ~0,8; £(120°) ~0,8; f(165°) ~-1,9



0.5

0 n/2 n
-0.5
» f(x)

7) RE 2014 (10p) On antud funktsioon f(x)= %cosx.
1
%

2. Vérrandi f (x) — a = 0 lahendite vahe 18igul [0; 27 ] on % .

1. Lahendage 16igul [0; 27t | vorrand f (X) =

Leidke arvutuste teel parameetri a vaartus.
Lahendus.

1 1
—CcoSX=—[05
2 \/§|

1 2

2
COSX=——=—"—=—
V2 2 2
X:i%+2n7z, ne’Z.
Leiame erilahendid antud I8igul [0; 27 ].

n=0 x1=%;n:1 x2:—%+27r:77ﬁ.

Loomulikult tuleb saadud lahendeid kontrollida.

Vorrandi %cosx —a = 0lahendamiseks teisendame vorrandi kujule cosx = 2a.

Ulesande andmetest on teada, et x, — X, = % kus

X2 X1

M

~

Vaatame olukorda funktsiooni graafiku abil. /
Lahendite erinevusest saame
T T
—12==— 0
3 6 o
Seega vorrandi lahendid peavad olema
T I P Y 2a

X1:7T+E:?,X2 =T ——=—.

6 6 7
Saame, et

TI'/\ ™ /3V/
S|

5.



s ( zz]
C0s- - =08 7+ | = -

V3
6 2
57 ( 7[} V3
COS— =coS| 7 —= |=——
6 6 2
Jarelikult
2a = —£|: 2
2
__N3
4

Vastus. Antud I8igul on lahendid x {%77”} Parameetri vaartus on a = —ﬁ

8) RE 2016 (10p) Kolmnurkse maatiiki ABC kulg AB on 237 m ja kulg AC on 470 m. Nurk
antud kilgede vahel on 112°.

1. Arvutage maatiiki kolmas kiilg BC meetrites (imardage Uhelisteni) ja maatiki pindala
hektarites (imardage sajandikeni).

2. Soovitakse rajada teeldik maatuki tipust A kiilje BC keskpunktini. Kui pikk teel6ik
meetrites (Umardage Uhelisteni) tuleks
rajada?

Lahendus.

Teeme esmalt abistava joonise.

1. Kiilje BC pikkuse leidmiseks
kasutame koosinusteoreemi BC = /2372 + 470% — 2237 -470-c0s112" ~ 600(m).

Pindala on kdige lihtsam leida etteantud kahe kulje ja nendevahelise nurga abil

5= 21 4702' SN2 51630,5(m?)~ 5.16(na).

2. Mediaani AM leidmiseks on erinevad v8imalused.

237° +470°  BC?
2

IImselt kdige lihtsam on kasutada mediaani valemit m = \/ ~ 220(m).

Mediaani saab leida ka kasutades vektorite abi.

AM =05a+b)  AM =025a +2ab+b)
‘mz =0,25( 3 +2H "E}cosll? + 2)

AM =0,5v237% +2-237-470-cos112° +470° ~220(m)

b

a




Voib ka leida néiteks nurga C suurus koosinusteoreemi abil
2 2 2
cosC = AC 2+,§E§: BCAB = /C ~21°30' ja seejarel koosinusteoreemiga mediaan

AM =~/AC?+CM?—2-AC-CM -cosC ~ 220(m).

ULESANDED

1) Leia avaldise tdpne véartus ilma taskuarvutita.
8sin104° - cos104°
sin208°
6c0s207°
cos27°

b)

C) 36+/6 tan Zsin~
6 4
13
sin®27° + cos® 207°
2) Leia funktsiooni m&aramispiirkond

V: 4;-6;36; 13

. X+2
a) y=arcsin——
X—2

X=3\. 10l
b) y—arccosmv. ]-00;0];[0;.00

3) On antud funktsioon f(x) = sin?x - 4sinxcosx + 3c0sX
a) Lihtsusta f(x) + 2sin2x - cos2x
b) Lahenda vérrand f(x) =0
c) Lahenda vdrratus f(x) >cos2x

Vi 2, X =%+n7z, X, =arctan3+nz, neZ;XeR
4) KRE 97 Lahenda vorrand cos2 = - cos2x = cos(%- X) .

V: X1:(—1)n%+n7l', X2=nm, neZ

5) KRE97 Lihtsusta avaldis:
2
{sin(n—a)+sin(%—a)} —2cos(%—a)-cos(27z—a)+tan(7z+a) ja arvuta, kui a :%.

V: 1+ tana; 2.
[sin(z — a) —cos(z + a) [} -1

, 5 . V:tan2o
sina -tan(z + «) - cos(z — a) + cos” (27 + )

6) Lihtsusta avaldis:

7) RE1999 (15p.) Leia sin2a, kui cosa rahuldab vorrandit 25cos?a + 5cosa - 12 = 0 ja

Tea<n V: =22
2 25

8) REZ2000 (15p.) Rombi uhe tipu juures olev nurk o rahuldab tingimust
V3sina +cosa = 2. Leia rombi pindala, kui pikem diagonaal on 24. V: 96+/3



9) RE2000 Kolmnurga tihe tipu juures olev nurk o rahuldab tingimust
sina ++/3cosa = 2. Leia kolmnurga pindala, kui kolmnurga kiiljed on erineva pikkusega ja
nurga o vastaskiilg on 6 ning lahiskilg 6+/3.V: 1843

10)RE2000 On antud funkisioon f (x) = 222X+ ¢ (ﬁ . 3%)
COS X

Selgita, kas funktsioon f(x) on méaaratud 18igul x e {E 3?71

Leia vahemikus XE( 3”)
2 2

a) funktsiooni f(x) nullkohad;

b) vahemikud, kus funktsioon f(x) on positiivne ja kus see on negatiivne;
c) funktsiooni f(x) kasvamis- ja kahanemisvahemikud;

d) funktsiooni f(x) maksimumpunkt.

Skitseeri funktsiooni f(x) graafik vahemikus (Es—ﬁj

2
V: Ei ole maaratud otspunktides;

o Jp 2]

c)xTz} [ w {onmax()

11) Riigieksam2001 (20p.) Lahenda v&rrand cosx - sinx = 1, kui x € [~ 27;27]

. . ~- o . ~ . . . . X
Leia parameetri b kdik véaartused, mille korral vorranditel cosx - sinx =1ja sin—=b

leiduvad iihised lahendid, kui x e [-27;27]. Leia funktsiooni y= sing periood ja

skitseeri selle funktsiooni graafik, kui x e [-27z;27]. Skitseerige samale joonisele

funktsiooni y = |sing| graafik.

V: 1){— 272';—%;0;3?7[;272};2)0;i§;3)472'.

12) Riigieksam2002 (15p.) Vaatleme funktsioone f(x) = cos2x ja g(x) = sinx.
a) Avalda cos2x suurus sinx kaudu.

b) Laigul [0;27]
(1) lahenda vdrrand f(x) = g(x).

(2) joonesta Uhes ja samas teljestikus funktsioonide f(x) ja g(x) graafikud. Leia
joonise abil x véaartused, mille korral f(x) < g(x).

V:cos2x =1-2sin% x; 5;5—”;3—” : £;5_”_
6 6 2 6 6



13) Riigieksam 2003(15p.) Antud on funktsioon f(x) = sin2x Iigul [0; 27].
a) Lahenda vorrand f(x) = %

b) Joonesta funktsiooni y = sin2x graafik ja kandke eelmises punktis leitud lahendid
joonisele.
¢) Kolmnurgas ABC olgu £C =90° ZA = a ja AB = 2. Tdesta, et kolmnurga ABC
pindala vordub vaartusega f(o).
d) Leia nurk o nii, et eelmises punktis antud kolmnurga pindala vaartus on 1 .
V: x e {15°;75°1195";255 45",
14) Riigieksam 2003(10p.)
Amsterdam - Berliin - Praha moodustavad kolmnurga (vt. joonist), mille kaks nurka on 50° ja
110°. Kui kaugel on Amsterdam Berliinist ja Praha Amsterdamist? Vastused anna tdpsusega

10 km. -
Berliin B

Amsterdam 110°
A

V: 630 km ja 770 km.

15) Riigieksam 2003(10p.) Kolm teed — magistraaltee, maantee ja kiilavahetee moodustavad
kolmnurga ABC, milles ZA =20° /B =50° ja AB = 2 km (vt joonist). Kui pikk on
teeldik AC ? Kell 12.00 pdoras liikluseeskirjade rikkuja punktis A magistraalteelt
maanteele ja jatkas soitu kiirusega 140 km/h ristmiku C suunas. Samal ajal (kell 12.00)
alustas punktist B sditu modda kilavaheteed ristmiku C suunas politseiinspektor, kes
joudis kohale 35 sekundiga. Kas politseiinspektor joudis ristmikule C enne
liikluseeskirjade rikkujat? P6hjenduseks esitage arvutused.

[og)

magistraaltee
A

\ 2 km

maantee

kilavahetee

C

V: AC on ligikaudu 1,63 km; Kiiruselletaja 42 s.

16) Riigieksam 2003(20p.) Antud on funktsioon f(x) = cos 2x Iigul [0;27].
a) Lahenda vorrand f(x) = %

b) Joonesta funktsiooni y = cos 2x graafik ja kandke eelmises punktis leitud lahendid
joonisele.

¢) Kolmnurgas ABC olgu £C =90°, /B =£ ja AB = 1. T0esta, et kolmnurga ABC
(g
cos f—sin g

d) Leianurk £ nii, et eelmises punktis antud kolmnurga pindala véartus oleks % :

kaatetite summa vordub
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17) Riigieksam 2004(15p.) Antud on funktsioon f(x) = cos*x — sin*x.
a) Lihtsusta funktsiooni avaldist.
b) Arvutage f(a) tdpne vééartus, kui sina N
c) Madra, kas f(x) on paaris- vdi paaritu funktsioon.
d) Lahenda vérrand f(x) = 0 I6igul [0;27].
e) Joonesta Uhes ja samas teljestikus funktsioonide y = cosx jay = -cos2x graafikud
I5igul [0;27].

V: cost 3. ; paarisfunktsioon; X€{45 135°;225° 315}

18) RE 2005(5p.) Joonesta samas teljestikus funktsioonide y = sinx ja y = cosx graafikud.
Maéra 18igul [72;27z] graafikute 16ikepunkti koordinaadid. PO&hjenda vastust. V:

L[S—”;—QJ.
4 2

19) RE 2006(5p.) Leia suuruse a vaartused, mille korral vdrrandil cos x = 5a — 2 leidub

lahend, mis kuulub 16iku {0; %} V:04<a<086.

20) RE 2007(10p.) Antud on funktsioon y =2sin x I8igul [0;27].

1) Leia funktsiooni nullkohad ja muutumispiirkond.

2) Joonista funktsiooni graafik.

3) Kasutades saadud graafikut, leia

a) funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkond,;

b) argumendi x vaartused, mille korral y <-1.

V: xe{0;m2zlY =[-22k X =0y, X~ =]z;27 [} o

21) RE 2008(10p.) Kolmnurkse véljaku the kilje pikkus on 20 m, selle kulje lahisnurgad on
100° ja 27° ning kolmanda nurga tipus asetseb kolmnurga tasapinnaga ristuv lipumast.
Lipumasti tipp paistab nirinurga tipust maapinna suhtes 47° nurga all. Arvutage véljaku
pindala ja lipumasti kdrgus. V: 112 m?; 12,2 m.

i 117r[

22) RE 2008(15p.)
1) Lihtsusta avaldis cos 2x + sin 2x - tan X + oS X .
2) Joonesta funktsioonide f(x) = cos x ja g(x) = cos 2x graafikud I8igul [0;27:] thes ja
samas teljestikus ning leidke graafikute 16ikepunktide abstsissid.

3) Leia punkti 2) joonise abil argumendi x vaartused 18igul [O;27r], mille korral g(x) < f(x).

Vi 14 c0sxd 0: 2% AT o L 10 27T (AT,
33 303



23) RE 2009(10p.) Sirge tee adres asuvad talud A, B ja D. Iga talu juurest viib otsetee
postkontorisse C (vt joonist). Kulude kokkuhoiu eesmargil otsustas vallavalitsus
sulgeda liiklemiseks teed AC ja BC ning jétkata vaid teede AB ja CD

hooldamist. B
Plaanil mddtkavaga 1: 20 000 on tee AB pikkus 93 mm. Teades, et
teede AD ja BD

pikkus on vordne ning ZCAB =53°ja ZABC = 25° , leidke, mitme
kilomeetri vorra

pikeneb teede sulgemise tdttu talude A ja B elanike teekond
postkontorisse C?

Ldppvastus andke tapsusega 0,01 km.

V: A:0,91 km vorra ja B:0,19 km vorra.

24) RE 2009(15p.) On antud funktsioonid

. Vs . (o
f(x) :sm(x—gj—sm[E—xj .

jag(x) =sin 2x.

1) Naita, et f (x) = —cos Xx.

2) Leia vorrandi g(x) = —cos x lahendid, mis asuvad 16igul [O;Zn ]

3) Joonesta Uhes ja samas koordinaatteljestikus funktsioonide y = f (x) jay = g(x) graafikud

ning lahendage joonise pohjal vorratus f (x) > g(x) 16igul [0;27: ]

) 7 3r Tn 1lr |, T 1r 3r 11z
ViXxed=,—;—,—nXe |——| v —;—.
2 2 6 6 2 6 2 6

25) RE 2010(10p.) Ro6pkiliku KLMN diagonaal LN on 6,7 cm ja kilg LM on 5,4 cm. Nurk
KNL on 102°.

1. Mérgi andmed joonisele.

2. Arvuta roopkiliku KLMN timbermdét ja pindala.

3. Nurga KNL poolitaja I6ikab rodpkiliku kilge KL punktis T.

Arvuta I16ikude KT ja TL pikkused.

NB! Kdik I6ppvastused (imarda N
kiimnendikeni.
K L

V:P ~29,7cm;S ~ 35,4cm?; KT ~ 4,2cm; TL ~ 5,2cm.

26) RE 2011(10p.) Joonisel on funktsioonide f(x) = cosx ja g(x) = sin2x graafikud I8igul [O;
2m).

1) Kirjuta joonisele funktsioonide nimetused

2) Lahenda v@rrand cosx = sin2x 16igul [0; 2xt].

3) Joonesta samale joonisele funktsiooni h(x) = cosx — 1 graafik 16igul [0; 2x].

4) Leia jooniselt kdigi kolme funktsiooni Ghine negatiivsuspiirkond 18igul [0; 27]



27) RE 2011(15p.) Kolm kaatrit kohtusid merel punktis O. Parast kohtumist suundus
esimene kaater pdhja, teine ida ja kolmas Iduna suunas.
1) Kaks tundi parast kohtumist olid kaatrid jéudnud vastavalt punktidesse A,B ja C, mis
on taisnurkse kolmnurga ABC tippudeks. I ja Il kaatri vaheline kaugus oli 60 km ning
Il kaatri Kiirus oli 6 km/h vorra suurem | kaatri kiirusest. Leia | ja Ill kaatri vaheline
kaugus 2 tundi parast kohtumist.
2) | jalll kaater peatusid pérast 2-tunnist soitu, Il kaater jatkas lilkumist samadel
tingimustel veel Ghe tunni ja joudis punkti D. Leia nurga ADC suurus.
V:~100 km; 6812’

28) RE 2012(20p.)

a) Arvuta avaldise sin’a +sin(% —a] tapne vaartus, kui cosa = 1 .

b) Leia funktsiooni f(x)=x—2sin x+ 4 suurim ja vahim vaartus I8igul {0; %} .

¢) Leia parameetri a vaartused nii, et vorrandil —4sin® x = (a2 +9a+ 4)-sin x oleks 16igul
[0;277] tépselt neli erinevat lahendit.

V: lg;ymm:%— 3+4~33y,.,=%4a =-1a,=-8a,=0,a =-9.
29) KT 2012 Seinale on riputatud suur Hiina lehvik. Lehvik on kujult ringi sektori kujuline,
kesknurgaga 120° ja raadiusega 30 cm. Leidke selle lehviku pindala. Vastus imardage

tihelisteni. V: 942 cm?

30) KT 2012 Omanik tahab tellida purjelaevale kolmnurkse purje. Leidke purje imbermddt ja
pindala. Kas ristkilikukujulisest kangast mddtmetega 2m x 10 m on vOimalik valmistada
selline puri (NB! lIma dmblusteta)? PGhjendage oma vastust (nditeks tehke joonis).

V: 14 m, 6 m?, on voimalik.

60° 100°

220 cm



31) RE 2013 (15p)
Maatiikist ABCD, kus AB= 500 m, BC= 250m, AD= 300m, ZABC = 90°, /BAD = 120° ja
«/BCD =90°30", dnnestus muda vaid kolmnurkne osa ABD.
a) Tehke llesande tekstile vastav joonis ja markide andmed joonisele.
b) Arvutage muldud maatiiki Umbermdaot.
¢) Mitu protsenti kogu maatukist jai mitmata? Loppvastus tmardage kiimnendikeni. V:
P=1500 m; 55,6%.

32) RE 2014 (5p)

; < ; 5 g A T
Joonisel on funktsiooni f (x) = 2 cos x graafik 16igul |:— = 2n }
1. Leidke antud 1digul funktsiooni y4 f(x
f(x) negatitvsuspiirkond ja graafiku ‘

miinimumpunkti koordinaadid. 1+

2. Kas punkt A[%;—lj asub funktsiooni
0

oA

f(x) graafikul? Pohjendage oma vastust.

33) RE 2014 (10p) Metsadarne pdllumaa on taisnurkse trapetsi kujuline. P6llumaad tahetakse
metsloomade eest kaitsta vorguga. P6llumaa lihem diagonaal on 20 m, pikem haar 12 m ja
nendevaheline nurk 120°. Mitu meetrit vorku kulub pdllumaa piiramiseks? Loppvastus
esitage tapsusega 1 meeter. V: 66 m

34) RE 2014 (10p) On antud funktsioon f(x) = %cosx.

1
1. Lahendage 10igul [0; 2zt ] vOorrand f (X) = —=.
ge 1oigul [ ] (x) 7
2. Vorrandi f (x) — a = 0 lahendite vahe I3igul [0; 2z ] on % .
Leidke arvutuste teel parameetri a véartus. V: x € {%;%{};a = —@ :

35) RE 2015 (5p) Mis teravnurga a korral on avaldise sin(30° + a)+ c0s150° -sina véartus
0,25? V: £ 60°

36) RE 2015 (10p) Opilane Mari joonestas GeoGebra arvutiprogrammi abil kolmnurga ABC.
Kolmnurga kiilg BC oli pikkusega 10 cm ja selle kiilje lahisnurgad olid ZACB = 25° ja £ABC
= 50°. Mari joonestas kiiljele BC kdrguse AD, mis jaotas kolmnurga ABC kaheks osaks:
kolmnurkadeks ABD ja ACD. Kuna nurk ABD oli 2 korda suurem kui nurk ACD, siis arvas
Mari, et ka kolmnurga ACD pindala on 2 korda suurem kui kolmnurga ABD pindala.
Arvutage kolmnurkade ACD ja ABD pindalad ning otsustage, kas Maril oli digus. V:

Spep ®4.7;S ,cp 12,0



37) RE 2016 (5p) On antud funktsioon f(x)=2sinx.
1. Joonestage funktsiooni f (x) graafik 18igul [0;27].
2. Lahendage vorrand 2sin(z — x) = sin%  kui x e[0;27]. V: %%

38) RE 2016 (10p) Kolmnurkse maatiiki ABC kiilg AB on 237 m ja kiilg AC on 470 m. Nurk
antud kilgede vahel on 112°.

1. Arvutage maatiki kolmas kiilg BC meetrites (imardage Uhelisteni) ja maattki pindala
hektarites (imardage sajandikeni).

2. Soovitakse rajada teel6ik maatiki tipust A kiilje BC keskpunktini. Kui pikk teeldik
meetrites (Umardage uhelisteni) tuleks rajada? V: ligikaudu 600 m; ligikaudu 5,16 ha;
ligikaudu 220 m.

39) RE 2017 K(5p) V: cosx;m = 60"

—_————— - - r—

_ ~ l-sin’x
I. Lihtsustage avaldis

sin(90°—x)' ()‘SN
2. Joonisel on funktsiooni f(x) = cos x graafik

loigul [~90°: 90°). ~90° 0 90° x
Graafikul on valitud punkt A(m; 0,5) (vt joonist).
Leidke m tdpne viirtus.

40) RE 2017 L(10p)V: 1020 km; 1390 km

Arimees peab lendama Tallinnast Sofiasse, mis asub 28 50

Tallinnast 1860 km kaugusel. Otselende Tallinnast Tallmn

Sofiasse sel kuupédeval ei toimu ja drimehel tuleb

lennata ithe iimberistumisega kas Miinchenis voi

Kiievis.

. On teada, et Tallinna ja Kiievi vahemaa on
1060 km ning nurk Kiievi-Tallinna ja Kiievi- B
Sofia lennuliinide vahel on 126,9° (vt joonist). (» Kiiev
Arvutage Kiievi ja Sofia vahemaa (vastus andke ~ Miinchen
tapsusega 10 km).

o

. Kui lennata Miincheni kaudu, siis tuleb kdigepealt
lennata 1520 km Miinchenisse ja sealt edasi
1100 km Sofiasse. Arvutage Miincheni ja Kiievi Sofia
vahemaa (vastus andke tédpsusega 10 km).



41) RE 2017 L(10p) V: 2cosx;a = {~1,0;1}

: . sin2x
1. Lihtsustage avaldis ——.
sin(r — x)
2. Joonestage funktsiooni f(x) =2 cos x graafik vahemikus (—z; 7) ning leidke parameetri a
koik tdisarvulised vaartused, mille korral on vorrandil f(x) = a selles vahemikus tépselt
kaks lahendit.

}/A

=y

54

12 0

42) RE 2018 K(10p)

Bermuda kolmnurk, Bermuda saarte, Florida ldunatipu ja
Puerto Rico vaheline Atlandi ookeani osa, mis on saanud L

tuntuks rohkete selgitamata laeva- ja lennudnnetuste tottu o° Hamilton

(allikas: http://entsyklopeedia.ee/artikkel/bermuda_kolmnurk). »p‘°\
& v R 59,4

Bermuda kolmnurga tipud on Miami, San Juan ja Hamilton.
Miami ja Hamiltoni vahemaa on 1676 km ning kolmnurga N
sisenurgad nende tippude juures on vastavalt 54,7° ja 59,4° (vt~ Mia
joonist). Arvutage Bermuda kolmnurga pindala tdpsusega 1000 (75:“\

km?. V: Bermuuda kolmnurga pindala on =7 081 000 km?. “\2-‘/ =

Vs

Bermuda
54,7° kolmnurk

S ag -

43) RE 2018 L(10p)
1. Lihtsustage avaldis sin (% - xj +cos’ 2?7[ —c0s(7 + x)+sin? 2?” .

2. Lahendage vorrand 2 cos x = 1 ja joonise abil vorratus 2 cos x < 1, kui x €[0; 2x].

V: 2cosx+1; X€:|% 5—7[{

3


http://entsyklopeedia.ee/artikkel/bermuda_kolmnurk

44) RE 2019 L(5p)

Joonisel on funktsioonide f(x)=1,5sinx ja
g(x)=mx—x? graafikud 18igul [0; m].

1. Leidke joonise abil, kumma funktsiooni vaartused
on vahemikus (0; ) suuremad. Markige joonisele
nende funktsioonide valemid.

2. Arvutage integraal jl,Ssin xdx . Viirutage
0

joonisel kujund, mille pindala selle integraali abil
leidsite. V: 3 (1

45) RE 2019 L(10p) Nelinurga ABCD kiilg AD =6 cm,
kiilg CD =10 cm ning kuljed AB ja BC on vGrdsed.
Selle nelinurga sisenurk BCD on 30° ja sisenurk ADC

on 240°. Arvutage nelinurga ABCD kuilg AB ja pindala.

Ldppvastused mardage kiimnendikeni.
V: AB=11,3 cm; S=36,3 cm?

46) RE 2019 L(10p)
1. Lihtsustage avaldis
HJ
N2 Gin (90" —a) — =
sin2a cos(360° — )

¥

0 b

/| |p

B ~C

2. Leidke funktsiooni f (x) =2sin” x —cosx — 2 nullkohad I8igul [0;27]. V:

tana; X, ={90°;120°;240%; 270"}

47) RE 2019 K(5p)

Kolmnurga KLM kiilg LK on 700 m ja kilg LM on 800 m. Nurk nende
kilgede vahel on 120°. Arvutage selle kolmnurga imbermdot ja

pindala.
V: 2800 m; 140 0003242 487 m?

48) RE 2019 K(10p)Piljardilaua ménguvéli ABCD on ristkilikukujuline. SellerristkUIiku kuljed

L

on 254 cm ja 127 cm (vt joonist). Kuul on punktis K ning kuuli kaugus piljardilaua kiilgedest AB
ja AD on 45 cm. Parast 166ki pdrkab kuul kiilje BC punktist P kilje €D punkti M. Nurgad KPB ja

MPC on vdrdsed ning suurusega 75°.

1. Arvutage punkti M kaugus tipust C.
2. Arvutage kuuli teekonna pikkus punktist K punkti M.
Ldppvastused esitage tdpsusega 1 cm.

NB! Kuuli mddtmeid arvutamisel ei

arvestata. D

V:MC = 97c¢cm; KM ~ 317cm f

127 em

M (&

K

254 em



49) RE 2020 L(5p)
1. Lihtsustage avaldis

cos 2a sin2ea

cos a sina

2. On antud funktsioon f(x) = — é Leidke I8igul [~ ;7] need x-i vaartused, mille korral
funktsioon ei ole maaratud.

V: —L; Funktsioon ei ole méaratud siis, kui x = if
cosa 2

50) RE 2020 L(10p)

Kolmnurgas ABC on kilje AB pikkus 7 cm, kilje BC pikkus 8 cm ja kiilje AC pikkus 9 cm.
Kiljel AC on valitud punkt D nii, et nurk ADB on kaks korda suurem nurgast ACB. Arvutage
kolmnurga ABC pindala ja I6igu BD tapne pikkus.

V: $=12,/5cm?; BD =6cm

51) RE 2020 K(5p)
Kolmnurga kiljed on 5 cm, 6 cm ja 5 cm. Arvutage selle kolmnurga suurim nurk ja tdpne
pindala. V: 73,7°; 12 cm?

52) RE 2020 K(5p)

y 1. Ringi sektori nurk on a =§ radiaani ja raadius on 6 cm. Arvutage selle

sektori pindala ja kaare pikkuse tapsed vaartused.
A 2. Joonisel on funktsiooni y = tan x graafik vahemikus (—90°; 90°).
| 1) Lahendage vorrand tan x = —1, kui x € (—90°; 90°).
: } 2) Leidke joonise abil funktsiooni y =tanx positiivsuspiirkond, Kkui

—ay° 060" 9 x € (—90°;90°).

3) Funktsiooni y = tan x graafikul asub punkt A(60°;m). Leidke m-i tdpne
vaartus.

V: Sektori pindala on 3w c¢m? ja sektori kaare pikkus on = cm; x= -45°

Xt =]O;90°[;m:\@.

iy = tanz -1

53) RE 2021 L(10p)
1. Kolmnurga ABC kuljed AB ja AC on vastavalt 25 cm ja 10+/7 cm ning nende kiilgede

vahelise niirinurga siinus on % Leidke kulje BC tépne pikkus.

2. Kolmnurgas KLM on kiiljed KL ja KM vastavalt 3v/2 cm ja 6 cm. Nende kiilgede vahelise
teravnurga siinus rahuldab seost 12cos” o +5sina —10 = 0. Arvutage kolmnurga KLM tapne
pindala. V: 10422 cm; 6+/2 cm?

- 2 _
54) RE 2021 K(5p) Lihtsustage avaldis M jaarvutage selle tapne vaartus, kui o = %

Sina —cosa
1+\/§

2

V:




55) RE 2021 K(10p) Taisnurkse kolmnurga ABC kaateti AC pikkus on 8 cm ja pindala 60 cm?.
1. Arvutage kolmnurga ABC imbermdat.

2. Kaatetil BC asub punkt D nii, et 16ik AD poolitab teravnurga BAC. Tehke tekstile vastav
joonis ja arvutage kolmnurga ADB pindala. V: 40 cm; 40,8 cm?.

56) RE 2022 K(10p) Aiamaa krunt on kolmnurgakujuline. Krundi kiilje AB pikkus on 20 m,
kiilje AC pikkus on 30 m ja nende kiilgede vaheline nurk on 50°.

1. Tehke tekstile vastav joonis.
2. Arvutage krundi iimbermoot ja pindala.

3. Krundile on paigaldatud kaks aiavalgustit. Uks neist asub tipus A ja teine kiiljel BC
tapselt 9 m kaugusel tipust C. Arvutage, kui kaugel asuvad valgustid teineteisest.

V: Krundi iimbermaat on 73 m ja pindala 230 m2. Kaugus valgustite vahel on 24 m.

57) RE 2022 K(5p)

sina

1. Lihtsustage avaldis cos’a — + sin’a .

tana
2. Joonisel on funktsiooni f (x) = 1+ cos x graafik I3igul [-180°;180°]. Leidke sellel
16igul

1) muutuja x viidrtused, mille korral f (x) =1,5;

2) funktsiooni f (x) suurim vasrtus.

1
y

V: Lihtsustatud avaldis on 1- cosa ; Muutuja x vairtused on x, = —60° ja x,=60°; Funktsiooni
suurim vaartusony, . = 2.

58) RE 2022 L(10p)

sin( ¢+ f#) — cos 3a

1. Lihtsustage avaldis

, kus o on mingi teravnurk ja = 90° .
sin2a .

2. Konstrueerige antud koordinaatteljestikus funktsiooni f (x) = SITM graafik I5igul
[0; 3= ] ja lahendage samal I6igul varrand f (x) = .

sina N . . x S5z 13z 17
; Vorrandi lahendid on —; ; ;

V: — : E.
6 6 6 6
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